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LA SINGULARITÉ DE O'GRADY
MANFRED LEHN & CHRISTOPH SORGER
Résumé. Soit M2v l'espae de modules des faiseaux semi-stables de
veteur de Mukai 2v sur une surfae K3 ou abélienne où v est primitif tel
que 〈v, v〉 = 2. Nous montrons que l'élatement deM2v le long de son lieu
singulier réduit fournit une résolution sympletique des singularités. Cei
donne une desription direte des résolutions de O'Grady deMK3(2, 0, 4)
et MAb(2, 0, 2).
Abstrat. Let M2v be the moduli spae of semistable sheaves with
Mukai vetor 2v on an abelian or K3 surfae where v is primitive suh
that 〈v, v〉 = 2. We show that the blow-up of the redued singular lo-
us of M2v provides a sympleti resolution of singularities. This pro-
vides a diret desription of O'Grady's resolutions of MK3(2, 0, 4) and
MAb(2, 0, 2).
1. L'espae de modules de O'Grady
Il est notoirement diile de produire des variétés holomorphiquement
sympletiques irrédutibles ompates. À déformation près, il y a les deux
séries innies trouvées par A. Beauville [4℄, à savoir les shémas de Hilbert des
points sur une surfae K3 et les variétés de Kummer généralisées assoiées
à une surfae abélienne, et les deux exemples isolés onstruits par O'Grady
([14℄, [15℄).
Selon Mukai, les espaes de modules de faiseaux stables sur une surfae
K3 ou abélienne sont lisses et munis d'une forme sympletique holomorphe.
Si les paramètres numériques, à savoir le rang et les lasses de Chern, sont
hoisis de façon à e qu'il n'existe pas de faiseau stritement semi-stable,
les espaes de Mukai sont ompats mais se déforment dans les exemples de
Beauville.
La stratégie de O'Grady pour la onstrution de ses exemples est de on-
sidérer ertains espaes de modules singuliers puis de les résoudre symple-
tiquement si possible. La résolution de O'Grady est relativement ompliquée :
elle onsiste en deux élatements suivis d'une ontration sur un shéma de
paramètres muni d'une ation d'un groupe de reparamétrisation où il faut
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tenir ompte à haque étape du omportement de la semi-stabilité des points
sous-jaents.
Nous montrons ii que l'élatement du lieu singulier réduit de l'espae de
modules fournit diretement une résolution sympletique des singularités. La
méthode onsiste en une étude loale détaillée des singularités de l'espae de
module sans référene aux tehniques de onstrutions globales.
Soit X une surfae projetive lisse de type K3 ou abélien. Soit de plus
v ∈ Hpair(X,Z) et soit Mv l'espae de modules des faiseaux semi-stables
sur X par rapport à un diviseur ample H et ayant veteur de Mukai v (voir
setion 5).
Théorème 1.1.  Soit v ∈ Hpair(X,Z) un élément primitif ave 〈v, v〉 = 2
et H un diviseur ample 2v-générique. Alors l'élatement de M2v le long de
son lieu singulier réduit est une résolution sympletique des singularités.
Les hypothèses du théorème ouvrent à la fois les exemples de O'Grady
[14, 15℄ et aussi elles, similaires, de Rapagnetta [16℄. Un phénomène similaire
a été observé par Haiman pour la puissane symétrique de C
2
et la résolution
sympletique donné par le shéma de Hilbert [9℄,[10℄. Par ailleurs, dans [12℄,
nous avons montré qu'à part dans les as i-dessus du théorème 1.1, les
espaes de modules des faiseaux semi-stables sans torsion sur une surfae
K3 ou abélienne n'admettent pas de résolution sympletique en rang r ≥ 2
(voir [12℄, Théorème B pour l'énoné préis).
Le plan de la démonstration est le suivant. Nous allons d'abord étudier la
géométrie d'une ertaine orbite nilpotente Z ⊂ sp4 qui nous servira omme
modèle loale pour la plus mauvaise singularité de M2v , puis on établira
une version analogue du théorème 1.1 pour Z (Théorème 2.1). Ensuite, nous
montrerons un résultat essentiel pour notre preuve qui est aussi d'intérêt
indépendant, à savoir que Z possède une ertaine rigidité relative aux défor-
mations : une déformation de Z qui ne hange pas les singularités de Z en
dehors de l'origine ne peut déformer la singularité à l'origine non plus. Plus
préisément, on montrera que le module T 1Z est pur (Théorème 3.1).
Après es préparations nous étudierons la struture loale de l'espae de
modules. Les singularités de l'espae de modules proviennent à la fois du
passage au quotient par l'ation des groupes d'automorphismes et du om-
portement de l'appliation de Kuranishi dont nous rappelons la onstrution
et ses propriétés dans un appendie (Appendie A). Nous nous plaerons
ensuite en la plus mauvaise singularité et montrerons que le ne normal
de ette singularité est isomorphe au modèle ane i-dessus (Théorème 4.5).
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Finalement, nous montrerons, par un argument de déformation expliite, que
la singularité est formellement isomorphe à son ne normal.
On voit ainsi que l'élatement du lieu singulier réduit donne une résolution
semi-petite des singularités de M2v. Il est onnu que la forme sympletique
s'étend sur l'image réiproque de la partie générique du lieu singulier qui
onsiste en des singularités de type A1 (f. [14℄). Cette forme s'étend partout
pour des raisons de odimension.
Remeriements : Nous remerions Duo van Straten pour le aide ave les
déformations ainsi que Theo de Jong et Dmitry Kaledin pour nos disussions
très onstrutives. Nous avons fait des expérienes ave Singular [6℄ et nous
remerions Gert-Martin Greuel pour son aide pendant nos premiers pas ave
e logiiel. Finalement, nous remerions le referee pour nous avoir signalé
que notre argument dans la première version de et artile était inomplet.
2. Le modèle algébrique et sa résolution
Soit V un espae vetoriel omplexe de dimension 4 muni d'une forme
sympletique ω. On désigne par sp(V ) l'algèbre de Lie sympletique assoié.
Soit Z ⊂ sp(V ) la sous-variété des B ∈ sp(V ) tels que B2 = 0. Les 16
oeients de la matrie B2 ne sont pas indépendants : l'idéal I0 ⊂ C[sp(V )]
de Z est engendré par 6 quadriques. Il est onnue que Z est l'adhérene de
l'orbite nilpotente de type o(2, 2) (voir [5℄, [8℄ pour plus de détails). Le lieu
singulier Zsing de Z onsiste en les B ayant rang ≤ 1 ; son idéal L0 est
engendré par les oeients de Λ2B, 'est-à-dire les 2× 2-mineurs de B.
On sait qu'on obtient une résolution de Z de la manière suivante. Soit G
la grassmannienne des sous-espaes vetoriels U ⊂ V isotropes maximaux.
La variété G est isomorphe à la sous-variété de P(Λ2V ∗) = P5 dénie par
l'équation quadratique ϕ ∧ ϕ = 0 et l'équation linéaire ω(ϕ) = 0 ave ϕ ∈
Λ2V . Soit U ⊂ V⊗OG le sous-bré tautologique. Comme ω est non-dégénérée
et les bres de U sont isotropes par onstrution, ω induit un aouplement
parfait U×(V ⊗COG)/U → OG. On obtient ainsi la suite exate tautologique
(2.1) 0 −→ U −→ V ⊗OG −→ U
∗ −→ 0.
Le bré vetoriel Hom(U∗,U) est la restrition à G du bré otangent de
Grass(2, V ) ; le bré otangent T ∗G de G s'identie ave le sous-bré des
formes symétriques sur U∗.
Soit Z˜ ⊂ Z × G la sous-variété des paires (B,U) telles que B(U) = 0.
Désignons par σ : Z˜ → Z et pi : Z˜ → G les deux projetions anoniques. Par
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onstrution, pour un élément (B,U) ∈ Z˜, l'endomorphisme B : V → V se
fatorise omme suit
(2.2) V −→ U∗
B
−−→ U −→ V
où B est une forme quadratique sur U∗. On voit ainsi que pi : Z˜ → G est
isomorphe à la projetion anonique T ∗G→ G. Par onséquent, Z˜ est lisse.
Le morphisme σ : Z˜ → Z est une résolution semi-petite : la bre de σ au-
dessus d'un point B ∈ Z de rang 1 est isomorphe à P((KerB/ ImB)∗) = P1
et au-dessus de B = 0 isomorphe à G.
Théorème 2.1.  La résolution σ : Z˜ → Z est isomorphe à l'élatement
de Z le long de Z
sing
⊂ Z.
Démonstration. Soit b : V ⊗ OZ → V ⊗ OZ l'homomorphisme anonique
qui en B ∈ Z multiplie par B. Par onstrution σ∗b s'annule sur pi∗U . On
obtient la fatorisation
(2.3) σ∗b : V ⊗O
Z˜
−→ pi∗U∗
b
−→ pi∗U −→ V ⊗O
Z˜
En passant à la puissane extérieure
(2.4) σ∗Λ2b : Λ2V ⊗O
Z˜
−→ pi∗ detU∗
Λ2b
−−−→ pi∗ detU −→ Λ2V ⊗O
Z˜
on voit que l'annulation de la setion Λ2b du bré inversible pi∗(detU)2 équiv-
aut à l'annulation de σ∗Λ2b. Par onséquent, on a
(2.5) J := σ−1L0 · OZ˜
∼= pi∗(detU∗)2 ∼= pi∗OP(Λ2V ∗)(2)
On observe par ailleurs que σ∗(OZ˜) = OZ puisque les singularités de Z sont
rationnelles. Considérons maintenant les inlusions
(2.6) L0OZ ⊂ σ∗J ⊂ OZ
Les radiaux de L0OZ et σ∗J oïnident. Comme L0 est un idéal premier,
L0OZ = σ∗J . Selon le lemme suivant, on a également L
n
0OZ = σ∗(J
n). Ainsi
(2.7) Z˜ ∼= Proj(
⊕
σ∗(J
n)) = Proj(
⊕
Ln0OZ) = Bl(Z).

Lemme 2.2.  L'homomorphisme (σ∗J)
⊗n → σ∗(J
n) est surjetif.
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Démonstration. On onsidère le diagramme ommutatif
T ∗G
pi
−→ G
σ
y y
Z −→ ∗
Observons maintenant que l'on a
(2.8) H0(Z, σ∗(J
n)) = H0(G,pi∗pi
∗O(2n)) = H0(G,S∗(TG)⊗O(2n)).
Comme Z est ane, il sut de montrer que
H0(G,S∗(TG)⊗O(2))
⊗n → H0(G,S∗(TG)⊗O(2n))
est surjetif. Pour ela, il sut de voir que
H0(G,O(2)) ⊗H0(G,Sk(TG)⊗O(2n))→ H
0(G,Sk(TG)⊗O(2n+ 2))
est surjetif pour tout k ≥ 0 et tout n ≥ 1 ou enore que Sk(TG) est 2-régulier
sur G au sens de Mumford-Castelnuovo [13℄. Que H1(G,Sk(TG)(1)) = 0 est
onséquene immédiate du théorème d'annulation de Griths [7℄. L'annula-
tion de H2(G,Sk(TG)) et de H
3(G,Sk(TG)(−1)) se déduit des suites exates
0 −→ Sk−1(OG(1)
⊕5) −→ Sk(OG(1)
⊕5) −→ Sk(TP4 |G) −→ 0
et
0 −→ Sk(TG) −→ S
k(TP4 |G) −→ S
k−1(TP4 |G)⊗OG(2) −→ 0.

3. Rappel sur des déformations et Rigidité
Soit (X,x0) un germe d'un espae analytique. Une déformation de X
est une appliation plate f : (X , x0) → (S, s0) des germes d'espaes ana-
lytiques ave un isomorphisme expliite X0 ∼= X de la bre spéiale X0 =
f−1(s0). Soit Def(X) le fonteur qui assoie à une base S l'ensemble des
déformations de X sur S modulo isomorphisme. L'espae tangent formel
Def(X)(C[ε]) est le germe d'un faiseau de OX -modules ohérent T
1
X déni
omme suit : Soit X ⊂ (Cn, 0) donné par l'idéal I ⊂ C{x1, . . . , xn} et soit
Θ : OX〈∂x1 , . . . , ∂xn〉 → HomOX (I/I
2,OX) l'homomorphisme naturel ave
∂xi 7→ (f 7→ ∂xi(f)). Alors T
1
X = Coker(Θ). Par le ritère de Jaobi T
1
X a
pour support le lieu singulier de X.
Pour une hypersurfae X = {f = 0} ⊂ Cn le alul de T 1X est simple :
T 1X = C{x1, . . . , xn}/(f, ∂x1f, . . . , ∂xnf). Par exemple, pour la singularité de
type A1, {x
2
1 + x
2
2 + x
2
3 = 0} on trouve T
1
X = C.
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Le théorème suivant est essentiel pour la démonstration de notre résultat
prinipal. Il montre une ertaine rigidité inattendue de la singularité de Z :
Théorème 3.1.  Soit Z ⊂ sp(V ) la variété dénie i-dessus. Alors le
OZmodule T
1
Z est pur de dimension 4.
Démonstration. Rappelons que Z est singulier le long du lieu de matries de
rang ≤ 1 dans sp4. En un point p ∈ Zsing \ {0}, le germe (Z, p) est essen-
tiellement une singularité de type A1. Plus préisément, il est analytiquement
isomorphe au germe (C4, 0) × ({x21 + x
2
2 + x
2
3 = 0}, 0). On en déduit que la
restrition de T 1Z à Z\{0} est loalement libre de rang 1 le long de Zsing\{0}.
Un sous-module de T 1Z de dimension < 4 est don néessairement onentré
à l'origine.
Soit I0 = I0Osp(V ) ⊂ Osp(V ) le faiseau d'idéaux de Z ⊂ sp(V ). Comme i-
dessus on désigne par Θ : Tsp(V )|Z → Hom(I0,OZ) le morphisme anonique
qui assoie à un hamp de veteurs la dérivation orrespondante.
Une présentation de l'idéal I0 se onstruit omme suit. La struture sym-
pletique ω sur V induit une anti-involution f 7→ f t sur End(V ) donnée
par ω(f t(v), w) = ω(v, f(w)) pour v,w ∈ V . Soit End(V ) = E+ ⊕ E− la
déomposition par rapport aux valeurs propres de l'involution telle qu'en
partiulier sp(V ) = E−. On a une surjetion
(3.1) g : E∗+ ⊗Osp(V ) −→ I0, (λ,B) 7→ λ(B
2).
En eet, Z ⊂ sp(V ) est déni par l'équation B2 = 0, et B2 ∈ E+ pour
B ∈ sp(V ). Il est faile à vérier que la suite suivante est un omplexe
(3.2) (Λ2E∗+ ⊕ E
∗
+)⊗Osp(V )
r
−−→ E∗+ ⊗Osp(V )
g
−−→ I0,
où l'appliation r est donnée sur la partie Λ2E∗+ par les relations tautologiques
r(λ∧µ,B) = λ⊗µ(B2)−µ⊗λ(B2) et sur la partie E∗+ par r(λ,B) = λ◦adB.
On peut montrer que (3.2) est une présentation de I0, mais nous n'en avons
pas besoin. En appliquant le fonteur Hom(−,OZ) on obtient le omplexe
(3.3) Hom(I0,OZ)
g∨
−−−→ E+ ⊗OZ
r∨
−−−→ E+ ⊗OZ .
Si d0 désigne la omposition
(3.4) Tsp(V ) ⊗OZ = E− ⊗OZ
Φ
−−→ Hom(I0,OZ) −→ E+ ⊗OZ
on voit que l'on a le lemme suivant.
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Lemme 3.2. Le module T 1Z s'identie à un sous-module du H
1
du omplexe
(3.5) C• : E− ⊗OZ
d0
−−→ E+ ⊗OZ
d1
−−→ E+ ⊗OZ
ave d0 : (b,B) 7→ bB +Bb et d1 : (b,B) 7→ bB −Bb.
Pour démontrer le théorème 3.1, on va se plaer sur la résolution σ : Z˜ → Z
de la setion préédente.
Lemme 3.3.  On a H1(C•) = σ∗H
1(σ∗C•).
Grâe à l'équivariane de σ∗C• sous l'ation de Sp(V ) les noyaux, onoy-
aux et groupes de ohomologie sont plats sur G (par rapport à pi : Z˜ =
T ∗G → G). On peut don se restreindre à étudier la bre au-dessus d'un
[U ] ∈ G.
Choisissons une déomposition V = U⊕U∗ ave ω =
( 0 | 1
−1 | 0
)
. Un élément
de E− est de la forme
( α | β
γ | −α∗
)
ave des 2×2matries α, β, γ où β et γ sont
symétriques. De même, un élément de E+ est de la forme
( α | β
γ | α∗
)
ave des
2× 2matries α, β, γ où β et γ sont anti-symétriques. La bre F au-dessus
de U est un C3 ave oordonnées x, y, z où B = σ(x, y, z) est donnée par la
matrie
(
0 | B
0 | 0
)
ave B
( x y
y z
)
. Ave es notations, on voit que
(3.6) d0|F
( α | β
γ | −α∗
)(Bγ | αB−Bα∗
0 | γB
)
, d1|F
( α | β
γ | α∗
)(−Bγ | αB−Bα∗
0 | γB
)
.
Par onséquent,
( α | β
γ | α∗
)
∈ Ker(d1|F ) si et seulement si Bγ = 0 et αB est
symétrique. De même
( α | β
γ | α∗
)
∈ Im(d0|F ) si et seulement si γ = 0 et s'il
existe γ′ symétrique ave α = Bγ′ et α′ ave β = α′B−Bα′∗. En partiulier,
σ∗C•|F se déompose en trois parties suivant α, β ou γ. Plus préisément
H1 est la somme direte de
1. H1I = {α | αB symétrique }/{Bγ
′ | γ′ symétrique }
2. H1II = {β | β anti-symétrique }/{α
′B −Bα′∗ | α′ quelonque }
3. H1III = {γ | Bγ = 0 et γ anti-symétrique}
Commençons ave (3). Pour γ =
(
0 t
−t 0
)
on a Bγ =
(−yt xt
−zt yt
)
. Ainsi
(3.7) H1III = Ker(OF
(x y z)t
−−−−−−→ O3F ) = 0
Pour (2) on observe que si α′
(
α11 α12
α21 α22
)
on a α′B − Bα′∗
(
0 v
−v 0
)
ave v =
α11y + α12z − α21x− α22y. Ainsi
(3.8) H1II = Coker(O
4
F
(y z −x y)
−−−−−−−−→ OF ) = O{0}.
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Finalement pour (1), on alule ave α
(
α11 α12
α21 α22
)
et γ′
( γ11 γ12
γ12 γ22
)
que
αB
(
α11x+α12y α11y+α12z
α21x+α22y α21y+α22z
)
Bγ′
(
γ11x+γ12y γ12x+γ22y
γ11y+γ12z γ12y+γ22z
)
Ainsi H1I est le H
1
du omplexe
(3.9) O3F
(
x y 0
0 x y
y z 0
0 y z
)
−−−−−−→ O4F
(y z −x y)
−−−−−−−−→ OF .
Maintenant, en utilisant le omplexe de Koszul du point {0} ∈ F , on trouve
(3.10) H1I = O{xz−y2=0}.
On déduit de (3.7), (3.8) et (3.9) que H1(σ∗C•) = L⊕M où L et M sont
des brés en droites sur σ−1(Zsing) et σ
−1(0) = G respetivement. Pour
terminer la démonstration, il sut de montrer que M n'a pas de setion
globale e qui montrera que σ∗M = 0.
En fait, il est onséquene de la dénition de H1II et de l'équation (3.8)
que
(3.11) M = Hom
anti-sym
(U∗,U) ⊂ E+ ⊗OG
Par onséquent, on a des isomorphismes M ∼= Λ2U ∼= OP(Λ2V )(−1) et don
bien σ∗M = 0. 
4. La struture loale de l'espae de modules
Soit X une surfae projetive lisse munie d'un diviseur ample H. Soit M
l'espae de modules des faiseaux H-semi-stables sur X de rang et de lasses
de Chern xés. On sait que les points de M sont en bijetion ave les lasses
d'isomorphisme de faiseaux poly-stables, i. e. somme direte de faiseaux
stables. Soit E un tel faiseau et soit Extp(E,E)0 la partie sans trae du
Extp(E,E). Alors on a la desription suivante de la struture loale de M
en [E].
Soit Â la omplétion de l'anneau A = C[Ext1(E,E)] des fontions polynmi-
ales sur Ext1(E,E) par rapport à l'idéal maximal m des fontions qui s'an-
nulent dans l'origine. La proposition suivante est bien onnue :
Proposition 4.1.  Il y a un élément f ∈ Ext2(E,E)0 ⊗ m
2Â, dite l'ap-
pliation de Kuranishi, ave les propriétés suivantes :
1. f est équivariante par rapport à l'ation de Aut(E) sur Ext(E,E) par
onjugaison.
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2. La partie initiale f2 ∈ Ext
2(E,E)0 ⊗ m
2/m3 de f est donnée par
f2(e) = e ∪ e où e ∈ Ext
1(E,E).
3. Soit a ⊂ Â l'idéal engendré par l'image de l'appliation adjointe
f : Ext2(E,E)∗0 → m
2Â. Alors il y a un isomorphisme des anneaux
omplets ÔM,[E] ∼= (Â/a)
Aut(E)
.
On verra f ou bien omme un élément de Ext2(E,E)0 ⊗ m
2Â ou bien
omme une fontion formelle Ext1(E,E) → Ext2(E,E)0 selon le ontexte.
Évidemment, f n'est pas unique : par exemple, on pourrait y appliquer un
hangement équivariant de oordonnées. Nous rappelons la onstrution de
f dans l'appendie en dérivant au même temps une autre propriété de f dont
on aura besoin.
Soit F un faiseau stable sur une surfae K3 ou abélienne et V :=
Ext1(F,F ). La omposition
(4.1) ω : V × V
∪
−→ Ext2(F,F )
trae
−−−−→ C
dénit une forme sympletique non-dégénérée. Soit E = F ⊕ F . Alors on a
Aut(E) = GL2, Ext
1(E,E) = gl2⊗V et Ext
2(E,E)0 = sl2. La proposition
suivante est un as spéial de la proposition A.2 de l'appendie :
Proposition 4.2.  Il existe un élément f omme dans la proposition 4.1
tel que f s'annule sur le sous-espae
(4.2)
(
Ext1(F,F ) 0
0 Ext1(F,F )
)
⊂ gl2⊗Ext
1(F,F ) = Ext1(E,E).
En fait, grâe à sa GL2équivariane, f s'annule sur toute l'orbite de e
sous-espae.
On suppose à partir de maintenant que dim(V ) = 4 et on hoisit une base
sympletique v1, v2, v3, v4 de V par rapport à laquelle la forme ω est donnée
par la matrie
(4.3) J :=

0 1
−1 0
0 1
−1 0
 .
Soit A = S•(gl2⊗V )
∗
, et soit f : sl∗2 → Â une appliation de Kuranishi SL2
équivariante pour le faiseau E qui s'annule sur d ⊗ V ∗, où d ⊂ gl2 désigne
le sous-espae de matries diagonales. Une telle fontion existe selon Prop.
4.1 et Prop. 4.2.
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On identie gl2⊗V = gl
⊕4
2 en vertu de la base (v1, . . . , v4) et on désigne
par Ai : gl
⊕4
2 → gl2, i = 1, .., 4, la i-ième projetion. On onsidère A1, . . . , A4
omme des oordonnées à valeurs matriielles. Alors, omme la partie quadra-
tique de f est donnée par le produit de Yoneda on trouve que f s'exprime
en termes de es Ai omme suit :
f(A1, A2, A3, A4) = [A1, A2] + [A3, A4]
+ termes de degree plus haut ∈ sl2, et
f(A1, A2, A3, A4) = 0, si les Ai sont des matries diagonales.
Soit L ⊂ A l'idéal de l'adhérene du SL2orbite de d
⊕4
dans gl⊕42 . On a don
a ⊂ LÂ, où a ⊂ Â est l'idéal de la proposition 4.1.
Selon le premier et le deuxième théorème de la théorie des invariants [17℄
pour le groupe SL2 le sous-anneau des invariants A
SL2
est engendré par les
fontions suivantes : (i, j = 1, . . . , 4)
1. Xi = tr(Ai),
2. Yij = tr(A
′
iA
′
j), où A
′
i = Ai −
1
2 Xi id,
3. Ti = (−1)
i tr(A′1, . . . , Â
′
i, . . . , A
′
4), où ̂ signie qu'on enlève le fateur
en question.
Si Y = (Yij) et T = (Ti), alors les relations fondamentales entre elles sont :
(4.4) Y = Y t, det(Y ) = 0, Y T = 0, TT t = −2adj(Y ),
où adj(Y ) désigne la matrie adjointe de Y .
D'autre part, l'idéal a0 = a ∩ Â
SL2
ontient la fontion
(4.5) T ′1 := −
1
2
tr(A′2f(A1, . . . , A4)) = T1 + termes de degree plus haut
(et d'une façon similaire des fontions T ′i = Ti + . . . pour les autres indies),
et aussi
(4.6) tr(A′iA
′
jf(A1, . . . , A4)) = (Y JY )ij + termes de degree plus haut.
Grâe à (4.5), on peut remplaer les Ti par les T
′
i omme oordonnées. En-
suite, en alulant modulo a0, on peut éliminer les T
′
i omplètement. On en
déduit que
(4.7) (Â/a)SL2 = ÂSL2/a0 ∼= C[[X1 . . . ,X4, Y11, Y12, . . . , Y44]]/I
pour un ertain idéal I qui ontient des fontions
(4.8)
fab(Xi, Yjk) := (Y JY )ab + termes de degree plus haut, 1 ≤ a ≤ b ≤ 4.
LA SINGULARITÉ DE O'GRADY 11
Nous laissons au leteur le soin de vérier que L ∩ ASL2 est engendré par
tous les 2× 2mineurs YabYcd − YadYbc de Y .
Pour simplier les notations dans la disussion suivante on identie l'es-
pae des matries symétrique Sym4 ave l'algèbre de Lie sympletique sp4 en
vertu de l'appliation Y 7→ B := Y J . Par abus de notation on garde la no-
tation I. Rappelons que I0 ⊂ L0 ⊂ C[sp4] désigne l'idéaux engendré par les
oeients des matries B2 et Λ2B, respetivement (Cf. Se. 2). Résumons
don :
Proposition 4.3.  Soit R̂ la omplétion de R = C[C4×sp4] dans l'origine.
Il y a des idéaux I ′ ⊂ I ⊂ L0R̂ ⊂ R̂ tels que
(i) il y a un isomorphisme Φ : ÔM,[E] ∼= Â
SL2/a0 ∼= R̂/I,
(ii) I ′ est engendré par des fontions fα(X,B), α = 1, . . . , 6, dont les
termes initiaux quadratiques engendrent l'idéal I0R. Ii X ∈ C
4
et
B ∈ sp4.
(iii) Sous l'isomorphisme Φ l'idéal L0 orrespond au lieu des faiseaux
stritement semi-stables (= semi-stables mais non stables), et don
au lieu singulier du germe formel.
Démonstration. (i) est onséquene de la disussion préédente. Pour voir
(ii), on remarque que I ontient les fontions f˜ac =
∑
b fabJbc dont les termes
quadratiques sont données par (Y JY J)ac = (B
2)ac. L'idéal I0 est engendré
par 6 quadriques ; ainsi on peut hoisir les fα parmi les f˜ac. Pour (iii) et
l'inlusion I ⊂ L0R̂, il sut de vérier que L0R = L ∩ A
SL2
qu'on voit par
un alul diret. 
Soit h ∈ R̂ une fontion non nulle et h = h0+h1+h2+. . . sa déomposition
en termes homogènes. L'ordre de h est l'index minimal ν tel que hν 6= 0. Le
terme initial de h est in(h) := hν ∈ R. Les termes initiaux in(h) de tous les
éléments h d'un idéal b ⊂ R̂ engendrent son idéal initial in(b) ⊂ R. Il a y un
isomorphisme anonique d'anneaux gradués assoiés gr(R̂/b) = R/ in(b).
Lemme 4.4.  Ave les notations de proposition 4.3 on a
(4.9) I ′ = I et in(I) = I0R.
Démonstration. Par dénition de I ′, on a les inlusions I0R ⊂ in(I
′) ⊂ in(I).
Ils induisent de surjetions gr(R̂/I)→ gr(R̂/I ′)→ R/I0R et impliquent ainsi
des inégalités
10 = dim[E]M = dim ÔM,[E] = dim(R̂/I) ≥ dim(R̂/I
′) ≥ dimR/I0.
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Comme dimR/I0R = 10 on doit avoir égalité partout, et omme I0 est
un idéal premier il s'ensuit que I0R = in(I
′) = in(I). Si don les termes
initiaux des fα engendrent l'idéal initial de I, les fα elles-mêmes engendrent
I, 'est-à-dire I ′ = I. 
Théorème 4.5.  Soit X une surfae K3 ou abélienne et F un faiseau
stable par rapport à une polarisation H tel que dimExt1(F,F ) = 4. Soit E =
F ⊕ F et M l'espae de modules des faiseaux semi-stables ayant veteur de
Mukai v(E). Alors il y a un isomorphisme des germes d' espaes analytiques
(4.10) (M, [E]) ∼= (SpecanR/I0R, 0)
∼= (C4 × Z, 0).
Pour démontrer e théorème, il sura, grâe au théorème d'Artin (voir
[3℄ Cor. 1.6), de trouver un isomorphisme ÔM,[E] ∼= (R/I0)
∧
d'anneaux om-
plets. En vue de la proposition 4.3 on est ramené à prouver que
(4.11) R̂/I = R̂/I0R̂.
On va prouver et isomorphisme en montrant que la déformation de R̂/I
vers son ne normal est essentiellement une déformation triviale.
5. La déformation vers le ne normal
On garde les notations de la setion préédente.
Soit m ⊂ R l'idéal maximal des fontions qui s'annulent à l'origine et
soit R[t]∧ la omplétion par rapport à la topologie mR[t]adique. Comme
i-dessus on désigne par
(5.1) fα = fα,2 + fα,3 + fα,4 + . . . , α = 1, . . . , 6,
la déomposition en termes homogènes et on pose
(5.2) Fα(t) := fα,2 + tfα,3 + t
2fα,4 + . . . , α = 1, . . . , 6.
Le quotient S = R[t]∧/J ave J := (F1, . . . , F6) satisfait à
(5.3) Sλ := S/(t− λ)S =
{
R̂/I0R̂, si λ = 0, et
R̂/I, si λ 6= 0.
Grâe au fait que I0R = in(I) (Lemme 4.4), S est plat sur C[t].
A partir de maintenant on érira x1, . . . , x14 pour les oordonnées Xi et
Bab de C
4 × sp4.
On dira qu'un élément de R[t]∧ est homogène de poids k, si son oeient
devant tm est homogène de degré k + m. Par exemple, ∂xiFα, Fα et ∂tFα
sont homogènes de poids 1, 2 respetivement 3. Évidemment, un élément
LA SINGULARITÉ DE O'GRADY 13
arbitraire g ∈ R[t]∧ peut s'érire omme série onvergente g =
∑
k∈Z g
(k)
ave des éléments homogènes uniques g(k) ∈ R[t]∧ de poids k.
Proposition 5.1.  Il y a des fontions homogènes Φi(x, t) ∈ R[t]
∧
de
poids 2 pour i = 1, . . . , 14, et des fontions hαβ(x, t) ∈ R[t]
∧
de poids 1 pour
α, β = 1, . . . , 6, telles que
(5.4)
∑
i
Φi(x, t)∂xiFα(x, t) = ∂tFα(x, t) +
∑
β
hαβ(x, t)Fβ(x, t).
Démonstration. On onsidère le module T 1S/C[t] déni par la suite exate
(5.5) S〈∂x1 , . . . , ∂x14〉
Θ
−−→ HomS(J/J
2, S) −→ T 1S/C[t] −→ 0
et de même le module T 1S0 dénit par
(5.6) S0〈∂x1 , . . . , ∂x14〉
Θ
−−→ HomOS0 (I0/I
2
0 ,OS0) −→ T
1
S0 −→ 0,
où Θ signie l'ation d'un hamp vetoriel sur les fontions de J et de I0
respetivement. Considérons maintenant l'élément
(5.7) ∂t ∈ Hom(J/J
2,OS), ∂t(Fα) = fα,3 + 2tfα,4 + 3t
2fα,5 + . . . .
Trouver des fontions Φi et hαβ satisfaisant l'équation (5.4) équivaut à mon-
trer que ∂t est ontenu dans l'image de l'appliation Θ ou bien que la lasse
de ∂t dans T
1
S/C[t] est nulle.
On utilise les faits suivants : Par le ritère de Jaobi le module T 1S/C[t] est
supporté sur le lieu singulier relative de S. Par les résultats de O'Grady [14℄,
les singularités de Sλ sont de type A1 en dehors de l'origine. En partiulier,
T 1S/C[t] est un module inversible en dehors de l'origine et don est annulé par
l'idéal L0 de lieu singulier. D'autre part, omme I ⊂ L0 et omme L0 est
engendré par des éléments homogènes, tous les omposants homogènes des
fα sont ontenus dans L0. Par onséquent, ∂t est annulé par L0 et dénit
don une setion de T 1S/C[t] qui, pour t = λ xé, est supportée à l'origine.
Il sut don de montrer que T 1S/C[t] est un module pur, 'est-à-dire sans
sous-module de dimension plus petite. La multipliation par le paramètre t
fournit la suite exate
(5.8) T 1S/C[t]
t
−→ T 1S/C[t] −→ T
1
S0 .
On déduit du théorème 3.1 que T 1S0 est pur de dimension 8 et génériquement
de rang 1. Il s'ensuit que T 1S/C[t] est pur de dimension 9 et don que la lasse
de ∂t dans T
1
S0
est nulle.
Ainsi il y a des fontions Φi, hαβ ∈ R[t]
∧
telles qu'on ait (5.4). Il reste à
montrer que l'on peut hoisir es fontions omme homogènes. Mais omme
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Fα et ses dérivées sont homogènes, les parties homogènes de degré 2 dans
Φi et de degré 1 dans hαβ sont aussi des solutions de (5.4). Don on peut
supposer que Φi et hαβ sont homogènes. 
Proposition 5.2.  Il y a des fontions Ψi ∈ R[t]
∧
homogènes de poids
1 pour i = 1, . . . , 14, et Mαβ ∈ R[t]
∧
homogènes de poids 0 pour α, β =
1, . . . , 6, telles que
1. Mα,β(x, 0) = δαβ,
2. Ψi(x, 0) = xi,
3. Fα(Ψ(x, t), t) =
∑
β Mαβ(Ψ(x, t), t)fβ,2(x).
Démonstration. Soient Φi et hαβ les fontions de la proposition 5.1. On
dénit un hangement de oordonnées formelΨ(x, t) et une matrie inversible
M(x, t) omme solutions du système des équations diérentielles suivantes :
(5.9)
{
∂tΨi(x, t) = −Φi(Ψ(x, t), t),
Ψi(x, 0) = xi,
et
(5.10)
{
∂tMαβ(x, t) =
∑
iΦi(x, t)∂iMαβ(x, t)−
∑
β hαγ(x, t)Mγβ(x, t)
Mαβ(x, 0) = δαβ
Remarquons que  grâe au fait que Φi et hαβ sont homogènes et ommenent
ave des termes quadratique respetivement linéaires en les variables xi  ses
équations se résolvent aisément par réurrene par rapport au degré en les
variables xi.
En utilisant les relations (5.4), (5.9) et (5.10) on vérie qui les fontions
(5.11) gα(x, t) := Fα(Ψ(x, t), t) −
∑
β
Mαβ(Ψ(x, t), t)fβ,2(x)
satisfont à l'équation diérentielle
(5.12) ∂tgα(x, t) = −
∑
β
hαβ(Ψ(x, t), t)g
β(x, t).
Comme gα(x, 0) = 0, on déduit que gα(x, t) = 0. 
Ave les notations de la proposition préédente on pose
(5.13) Ψ(x) := (Ψi(x, 1)) ∈ Aut(R̂)
et
(5.14) M(x) := (Mαβ(x, 1)) ∈ GL6(R̂).
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En évaluant les identités de la proposition en t = 1 on obtient :
(5.15) fα(Ψ(x)) =
∑
β
Mαβ(x)fβ,2(x).
Don l'automorphisme Ψ : R̂ → R̂ envoie I sur I0R̂ et induit un isomor-
phisme
(5.16) Ψ : R̂/I −→ R̂/I0R̂.
e qui termine la démonstration de (4.11) et don du théorème 4.5.
Fin de la démonstration du théorème 1.1 : Rappelons que le veteur de
Mukai d'un faiseau ohérent E sur une surfae K3 projetive ou abélienne
est donné par v(E) = ch(E)
√
td(X) (voir [11℄). Alors se donner un veteur
de Mukai équivaut à xer le rang et les lasses de Chern d'un faiseau, et
dimExt1(E,E) = 〈v(E), v(E)〉+2dim End(E). Les hypothèses du théorème
entraînent qu'il y a seulement trois types de faiseaux poly-stable dansM2v :
(1) Les faiseaux stables E ave v(E) = v. Par les résultats de Mukai,M2v
est lisse dans [E] de dimension égale à dimExt1(E,E) = 4 ·2+2 = 10.
(2) Les faiseaux E = F1 ⊕ F2 ave des faiseau stable non-isomorphes
F1 et F2 où v(F1) = v(F2) = v. Chaque omposante Fi varie dans
l'espae de module Mv de dimension 4, et don les points dans M2v
de e type forme une variété S2Mv \∆Mv de dimension 8. Ils sont les
points singuliers génériques de M2v.
(3) Les faiseaux E = F⊕2 ave un faiseau stable F de veteur de Mukai
v(F ) = v. Grâe à l'hypothèse 〈v, v〉 = 2, l'espae vetoriel symple-
tique V = Ext1(F,F ) a la dimension 4.
De ette façon, O'Grady [14℄ a obtenu une stratiationM2v ⊃ S
2Mv ⊃ ∆Mv
de l'espae de modules singulier. Il a aussi montré que la singularité d'un
point de S2Mv \∆Mv est de type A1 à travers de S
2Mv. Don l'élatement
de M2v \∆Mv le long S
2M \∆Mv est une résolution sympletique.
Les faiseaux de type (3) orrespondants aux points de ∆Mv satisfont aux
hypothèses des théorèmes 4.5 et 2.1. On déduit que l'élatement de M2v le
long de S2Mv est une résolution semi-petite. 
A. Appendie : L'appliation de Kuranishi
Soit E un faiseau polystable sur une surfae projetive lisse. Les déforma-
tions innitésimales de E se dérivent en termes des solutions de l'équation
de Maurer-Cartan omme suit :
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Soit E =
⊕
iE
⊕ni
i la déomposition de E omme somme direte de
faiseaux stables. En hoisissant des résolutions Ei → I(i) et en formant
I =
⊕
i I
⊕ni
(i) on obtient une résolution E → I qui est injetive et équivari-
ante pour l'ation anonique du groupe Aut(E) =
∏
iGLni .
Le diérentiel dI de I est un élément de degré 1 dans g := End(I, I)
et dénit un diérentiel équivariant d = ad(dI) sur g. Alors H(g, d) =
Ext(E,E). Soient Bg ⊂ Zg ⊂ g les sous-omplexes des obords et des o-
yles. On hoisit, une fois pour tout, des homomorphismes équivariants
s : Hg→ Zg et t : Bg→ g de degré 0 et −1 respetivement qui sindent les
surjetions naturelles : Zg→ Hg et d : g→ Bg.
Soit (A′,m′) un anneau loal artinien ave A′/m′ = C et soit d′ ∈ g1 ⊗A′
tel que
(A.1) d′ ⊗A′/m′ = dI et d
′2 = 0.
On sait que (I ⊗ A′, d′) est un omplexe aylique et que E′ := H0(I ⊗
A′, d′) est une déformation plate de E sur A′. Réiproquement, toutes les
déformations s'obtiennent ainsi. Supposons en plus que A′′ → A′ est un
épimorphisme des anneaux artiniens dont le noyau J ⊂ A′′ est annulé par
l'idéal maximal m′′ ⊂ A′′. Pour étendre d′ à A′′ il faut hoisir un élément
d′′ ∈ g⊗A′′ qui se restreint à d′. Grâe à la relation d′2 = 0 on a d′′2 ∈ g2⊗J .
Cet élément est en fait un oyle et sa lasse o(d′, A′′) ∈ Ext2(E,E)⊗ J ne
dépend pas du hoix de d′′. Il est aussi bien onnu (voir [1, 2℄) que la trae
de ette lasse d'obstrution est nulle. Don le plus grand quotient A′′/a
tel qu'une extension de E′ à A′′ existe est donné par l'idéal a engendré par
l'image de l'appliation ajointe o(d′, A′′) : Ext2(E,E)∗0 → J ⊂ A
′′
.
On est amené à l'algorithme suivant pour le alul de la déformation
verselle de E : Soit U = Ext1(E,E)∗, A = S•U = C[Ext1(E,E)], Â la
omplétion de A à l'origine et m ⊂ Â son idéal maximal. On désigne par
γ1 = (s⊗ 1)(idU ) ∈ Z
1(g⊗ Â) le oyle tautologique.
Proposition A.1.  Il y a des éléments équivariants
γn ∈ g
1 ⊗ SnU et fn ∈ Ext
2(E,E)0 ⊗ S
nU, pour n ≥ 2,
ave les propriétés suivantes : Si γ = γ1+γ2+ . . . et f = f2+f3+ . . ., et si on
désigne par a ⊂ m2 ⊂ Â l'idéal engendré par l'image de f : Ext2(E,E)∗0 → Â,
alors
(dI + γ)
2 − s(f) ∈ g2 ⊗ am.
En partiulier, dI + γ dénit une déformation plate de E sur Â/a.
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Démonstration. On va onstruire fn et γn par réurrene. On suppose que
n ≥ 2 et qu'on a déjà trouvé des éléments γ2, . . . , γn−1 et f2, . . . , fn−1 tels
que
(A.2) x := (d+ γ1 + . . .+ γn−1)
2 − s(f2 + . . . + fn−1) ∈ g
2 ⊗ (am +mn).
Comme γ1 est un oyle, ette hypothèse est ertainement vériée pour n =
2. Remarquons que am +mn+1 est bien dénie par f2, . . . , fn−1. Or,
(A.3) d(x) ∈ g3 ⊗ (am +mn+1)
puisque
0 = [d+ γ1 + . . . + γn−1, (d+ γ1 + . . .+ γn−1)
2]
= d(x) + [γ1 + . . .+ γn−1, s(f2 + . . .+ fn−1) + x].
Don la lasse
[x] ∈ g2 ⊗
am+mn
am+mn+1
de x est un oyle. Sa lasse de ohomologie [x] est l'obstrution pour l'ex-
tension de Â/a+mn à Â/m(a+mn) et don sans trae. Selon le théorème de
Weyl il y a un sindage équivariant q de la projetion de Aut(E)modules
SnU =
mn
mn+1
−→
am+mn
am+mn+1
.
Soit z = q([x]) ∈ Z2g⊗SnU . On pose fn = z, γn := t(s(fn)− z) ∈ g
1⊗SnU
et x′ := x−z+[γ1+. . .+γn, γn]. Par onstrution, fn et γn sont équivariants,
et
(d+ γ1 + . . .+ γn)
2 − s(f2 + . . .+ fn)x
′ ∈ g2 ⊗ (am +mn+1).

Soit maintenant X une surfae K3. Soient F un faiseau stable et E =
F⊕r. Alors Aut(E) ∼= GLr et la résolution E → IE a la forme IE ∼= C
r ⊗ IF
pour une résolution F → IF . Aussi, End(IE , IE) ∼= glr⊗g ave g = End(IF ).
On dénote par Fa la a-ième omposante de E. Il y a une déomposition
anonique U =
⊕
ab Uab ave Uab = Ext
1(Fb, Fa)
∗
. Soit q ⊂ (S•U)∧ l'idéal
engendré par les sous-espae Uab ⊂ U , a 6= b, et soit U
′ := U11 ⊕ . . . ⊕ Urr,
tel que (S•U)∧/q = (S•U ′)∧.
Proposition A.2.  Soient γ et f des éléments onstruits pour le faiseau
E par la méthode de la démonstration préédente. Alors
f
 e1 0 00 e2
.
.
.
0 er
 ≡ ( 0 0
.
.
.
0
)
et γ
 e1 0 00 e2
.
.
.
0 er
 ≡
 γ˜(e1) 0 00 γ˜(e2)
.
.
.
0 γ˜(er)

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pour ea ∈ Ext
1(Fa, Fa), a = 1, . . . r, où γ˜ ∈ g
1 ⊗ (S• Ext1(F,F )∗)∧ satisfait
à (d+ γ˜)2 = 0.
Démonstration. La proposition arme que f s'annule modulo q et que 
enore modulo q  γ prend une forme diagonale ave oeients γaa ∈
(S•Uaa)
∧
. Que es oeients sont données par la même fontion γ˜ est
d'ailleurs une onséquene immédiate de l'équivariane de γ sous l'ation
du groupe symétrique.
On va montrer par indution que l'armation est vraie modulo mn pour
tous n ≥ 2. Le as n = 2 est trivial grâe à la nature tautologique du yle
γ1. Supposons alors que n > 2 et que le résultat est déjà montré modulo m
n
.
Don par hypothèse d'indution a ⊂ q + mn. Cela implique que la èhe i
du diagramme anonique
(A.4)
SnU −→ m
n
mn+1+amy y
SnU ′
i
−−→ m
n
mn+1+am+q∩mn
est un isomorphisme.
On garde les notations de la démonstrations préédente. Pare que l'élé-
ment x s'exprime omplètement en termes de f et de γ il suit que la lasse
de x modulo q a la même struture diagonale omme γ. Il suit de la om-
mutativité du diagramme (A.4) et du fait que i est un isomorphisme que
la projetion de z ∈ SnU dans SnU ′ a aussi une telle struture, 'est-à-dire
est ontenue dans le sous-espae SnU11 ⊕ . . . ⊕ S
nUrr. Cette propriété est
héritée par fn = z et γn = s(fn) − zn. En partiulier, les oeients di-
agonaux des lasses de fn et de γn modulo q donnent des solutions pour
l'équation de Maurer-Cartan pour haque omposante Fa ⊂ E individuelle-
ment. Mais Ext2(Fa, Fa)0 = 0 et ainsi il n'y a pas d'obstrution pour une
telle déformation. On onlut que f ≡ 0 mod q. 
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